
1 Probabilidade

O QUÊ?
Reconhecimento de fenômenos determinís- ti-
cos e aleatórios. Interpretações de proba- bi-
lidade: clássica, frequentista e subjetiva.
Conceitos básicos. Definição matemática de
probabilidade. Propriedades da probabili-
dade. Probabilidade condicional. Indepen-
dência.

POR QUÊ?
Porque grande parte das decisões científi- cas
de nossa era se dá em ambiente de in- certeza
e a Teoria das Probabilidades é a
área da matemática que fornece estrutu- ras
para a quantificação da aleatoriedade
associada a determinados fenômenos de in-
teresse, para uma tomada de decisão ade-
quada sob incerteza.
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EXPLORANDO CONCEITOS BÁSICOS

Neste capítulo iremos explorar a noção de probabilidade para, em seguida, apresentar uma
teoriamatemática útil para calcular probabilidades de eventos associados a experimentos ale-
atórios ou fenômenos aleatórios, isto é, experimentos cujos resultados finais são conhecidos
somente após a realização dos mesmos. Por exemplo,

a) o número de likes que você irá receber no período de 24h após a sua postagem em uma
rede social;

b) aquantidadedemetros cúbicosdegás consumidanasua residêncianoprimeiro semestre
do próximo ano ;

c) o tempo, contado a partir de hoje, que a lâmpada do seu quarto levará para queimar;

d) o número de quilowatts consumidos na sua residência no próximo mês.
Em contraposição aos fenômenos aleatórios existem os fenômenos determinísticos,
quando é possível determinar seu resultado mesmo antes de realizá-lo, conhecendo-se
determinadas condições. Na natureza existem muitos exemplos de experimentos deter-
minísticos. Por exemplo, na Física há vários modelos determinísticos, como

e) a primeira lei de Newton que estabelece a força, conhecendo-se massa e aceleração;

f) a lei do movimento retilíneo uniforme em que é possível calcular a distância percorrida
pelo móvel, conhecendo-se a velocidade e tempo transcorrido;

g) a lei domovimento uniformemente variado em que é possível calcular a distância percor-
rida pelo móvel, conhecendo-se a aceleração, a velocidade e o tempo transcorrido.

h) a lei da gravitação universal em que é possível calcular o tempo de queda de um objeto
que é lançado em queda livre, conhecendo-se a altura, a aceleração da gravidade, des-
prezando a resistência do ar.

Tais modelos da Física são chamados modelos matemáticos determinísticos, uma vez que é
possível determinar quantidades de interesse, conhecendo-se certas condições, mesmo sem
a realização do experimento.

Para explicar fenômenos aleatórios como exemplificados nos itens a) a d), usamos modelos
matemáticos não determinísticos chamados modelos probabilísticos. Neste caso, mesmo co-
nhecendo algumas condições, não é possível determinar qual será o resultado antes da reali-
zação do experimento.
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Um pouco de história da Probabilidade

Antes de começar o estudo umpoucomais formal de probabilidade, apresentaremos um breve
resumo sobre a história da probabilidade.

A noção de acaso e ocorrências de fenômenos aleatórios foram percebidas sensorialmente
pela humanidade bem antes de sermos capazes de utilizar a Matemática como forma de des-
crição domundo. No entanto, a percepção antiga é de que havia uma razãomítica para o apare-
cimento de tais fenômenos. Há vários registros históricos de 2700 A.C. do uso de dados antigos
(como os ossos astrágalos e dados egípcios, ilustrados nas figuras 1.1 e 1.2), usados para uma
tomada de decisão regida pelos Deuses do Acaso, quando o homem queria se eximir de sua
responsabilidade na escolha e tomada de decisão.

Figura 1.1: Astrágalos
Figura 1.2: Dados egípcios

A própria Bíblia nos informa que “não cai uma folha de uma árvore sem que o Pai não deseje”.
Essa crença de que deuses (no mundo panteísta) ou Deus (no mundo monoteísta) eram os
regentes desses fenômenos, acarretou um atraso histórico na matematização do acaso e na
criação da Teoria das Probabilidades, uma área considerada cognitivamente desafiadora até
hoje na Ciência. Como bem colocou Piaget em seu famoso livro A Origem da Ideia do Acaso na
Criança: “Em contraste com as operações lógicas e aritméticas, a probabilidade é descoberta
gradualmente.”

Por isso, foi preciso esperar os séculos XVI e XVII para que matemáticos como Cardano, Tar-
taglia, Pascal e Fermat (figura 1.3), para citar alguns, conseguissem dar uma explicação mais
consistente do conceito de acaso/aleatoriedade no seio da Matemática, a partir, primordial-
mente, do estudo de jogos de azar e de sua conexão estreita com a Análise Combinatória.
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Figura 1.3: Alguns matemáticos que originaram a discussão do conceito de acaso

No entanto, poderíamos dizer que a ideia fundamental por trás da matematização do acaso
reside essencialmente na Estatística, quando esta reconhece, pela sua própria natureza, que
fenômenosaleatórios, embora semexplicaçãodeterminística, tendemademonstrar umacerta
taxa regular de ocorrência conforme são realizados vários experimentos similares ao longo do
tempo. A busca de ummodelo que explique tais regularidades de ocorrência do fenômeno em
estudoéa ideia central daTeoria dasProbabilidades e suautilidadehoje emvários campos cien-
tíficos, como Economia, Medicina, Robótica, Engenharia, Computação, Biologia, etc, demonstra
como a teoria está mais perto da Estatística do que da abordagem feita por meio do diálogo
com a Análise Combinatória durante os Séculos das Luzes.

É somente na primeira metade do século XX que a teoria das probabilidades vai adquirir uma
base axiomática rigorosa por meio da construção teórica estabelecida pelo matemático russo
Kolmogorov (figura 1.4). Desde então a teoria das probabilidades tem sido vista como uma das
áreas mais promissoras da Matemática e a ferramenta por excelência para modelar e explicar
os mais variados fenômenos aleatórios presentes no mundo contemporâneo.
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Figura 1.4: Andrei Kolmogorov

Veja na figura 1.5 uma linha do tempo destacando acontecimentos importantes no desenvolvi-
mento da teoria das probabilidades.

3000 A.C. 0 500 1000 1500 2000

Registros de objetos
de ossos similares

a dados
Cardano
(número

combinatório)

Fermat e Pascal
(Princípios do
cálculo de

probabilidades)

Bernoulli
(distribuição
binomial)

Probabilidade
condicional e

teorema de Bayes)

Kolmogorov
(Fundamentos de
Probabilidade)

Figura 1.5: Linha do tempo

Nos capítulosANaturezadaEstatísticaeMedidasdePosiçãoeDispersão, vimos como resumir
a informação de dados aleatórios amostrais com o objetivo de entender estruturas úteis para
uma tomada de decisão sob incerteza. Neste capítulo, analisaremos as características extraí-
das dos dados aleatórios amostrais a fim de revelar como a Estatística nos auxilia a descrever
as regularidades de ocorrências de determinados eventos aleatórios.
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AtividadeNão determinístico (aleatório) ou determinístico?

Classifique cada experimento a seguir em aleatório ou determinístico.

Deseja-se observar:

a) o valor constante de cada prestação quando se financia um eletrodoméstico,
estabelecendo-se a taxa de juros efetiva ao mês, a quantidade de meses do financi-
amento e o pagamento da primeira prestação no ato da compra.

b) a distância percorrida por um objeto em movimento, conhecendo-se a velocidade e o
tempo transcorrido.

c) a quantidade de metros cúbicos de água consumida em sua residência no primeiro se-
mestre do próximo ano.

d) o valor a ser pago na conta de luz da sua residência no próximo mês.

e) a sua média final emMatemática desse ano.

AtividadeInterpretandomedida de incerteza

Responda os itens a seguir.

a) A probabilidade de ocorrer cara quando lançamos umamoeda honesta é 0,5. Isso signi-
fica que toda vez que lançarmos essa moeda 100 vezes, ocorrerão 50 caras? Por quê?

b) Foi publicada a previsão do tempo, indicando que a probabilidade de chover amanhã na
região onde você mora e estuda é de 30`%`. Que decisão você tomaria com base nessa
previsão: levar ou não um guarda-chuva para a escola? Por quê? Como você interpreta
essa previsão?

c) Umestudo na área de Saúde indicou que a probabilidade de umapessoa vir a ter o Diabe-
tes é 10`%`. Isso significa que ao acompanhar um grupo de 500 pessoas, 50 delas terão
Diabetes? Por quê?

AtividadeAvaliando probabilidades

Bloco I - Probabilidade clássica

a) De um grupo de 10 estudantes, um será sorteado para ser o representante de turma.
Como são 4 meninas e seis meninos, decidiu-se, para fazer o sorteio, representar as
meninas por cartões ilustrados com triângulos e osmeninos por cartões ilustrados com
círculos. Os cartões foram colocados numa caixa e um será sorteado (figura 1.6).
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Figura 1.6: Cartões ilustrados

Qual é a probabilidade (chance) de ser escolhida uma menina como representante de
turma? Por quê?

b) Numa rua há 10 casas. O número demoradores por casa está representado na figura 1.7.
Suponha que você irá escolher ao acaso uma casa desta rua.

1 1 3 2 6

5 4 8 8 4

Figura 1.7: Ilustração dos números de moradores por casa

c) Qual é a probabilidade de que a casa escolhida tenha exatamente 4 moradores? Por
quê?

d) Qual é a probabilidade de que a casa escolhida tenha mais de 4 moradores? Por quê?

e) Suponha que você vá girar a roleta ilustrada na figura 1.8.

9
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Figura 1.8: Roleta

Qual é a probabilidade de que a seta pare na região pintada de cinza? Por quê?

Bloco II - Probabilidade frequentista

a) Suponha que você tenha lançado uma moeda 20 vezes e que tenha observado a face
“cara” 19 vezes e a face “coroa” uma vez. Se você lançar esta moeda mais uma vez, qual
é a probabilidade (chance) de a face voltada para cima resultar em “cara”? Por quê?

b) Suponha que um bebê tenha nascido na maternidade mais próxima de sua casa na ma-
nhã de hoje. Qual é a probabilidade de que este bebê seja ummenino? Por quê?

c) Apesquisa TIC Educação 2016, do Centro de Estudos sobre as Tecnologias da Informação
e da Comunicação (Cetic), coletou dados de cerca de 11 mil estudantes do segundo seg-
mentodoEnsinoFundamental edoEnsinoMédio. Entrevárias informações, verificou-se
que cerca de 8.500 estudantes usam smartphones como seu principal meio de acesso
à internet. A pesquisa aconteceu entre agosto e dezembro de 2016.” (Leia a reportagem
publicada no G1.com.br).

Qual é a probabilidade de que um estudante de Ensino Fundamental II ou Médio, escohido ao
acaso, use como seu principal meio de acesso à internet um smartphone, usando os dados
dessa pesquisa? Por quê?

Bloco III - Probabilidade subjetiva

a) Qual é a probabilidade de que o Brasil se classifique na fase de grupos na próxima Copa
do Mundo que irá competir?

b) Qual é a probabilidade de que daqui a 8 anos você tenha concluído um curso de nível
superior?

c) Qual é a probabilidade de que você esteja casado(a) aos 25 anos?

10

https://g1.globo.com/educacao/noticia/52-das-instituicoes-de-educacao-basica-usam-celular-em-atividades-escolares-aponta-estudo-da-cetic.ghtml


1

C
A
P
ÍT
U
L
O

P
R
O
B
A
B
IL
ID
A
D
E

ORGANIZANDO CONCEITOS BÁSICOS

Como você fez para determinar as probabilidades no bloco I da Atividade avaliando probabili-
dades? E no bloco II? E no bloco III? Você deve ter percebido que, dependendo da situação, nem
sempre é possível atribuir probabilidades a um evento, usando o mesmo tipo de raciocínio.

Por exemplo, considere o experimento “observar se um corpo celeste cairá sobre a casa onde
você mora dentro de uma hora”.

Figura 1.9: Corpo celeste

Há dois resultados possíveis: cair ou não cair. Você acha que é razoável atribuir probabilidades
iguais a estes dois resultados?

Certamente não, pois sabemos que a situação “cair” é um evento raríssimo. Em toda a sua vida,
você já observou um evento deste tipo?

Neste caso, não faz sentido atribuir probabilidades iguais para os dois resultados possíveis.
Uma probabilidade razoável para o resultado “cair” seria bem pequena, próxima de zero e não
igual a probabilidade do resultado “não cair”.

Antes de apresentarmos diferentes interpretações de probabilidade, vamos começar definindo
os termos espaço amostral e evento.

Espaço amostral Conjuntoque compreende todosos resultadospossíveis deumexperimento
aleatório.

Usaremos a letra maiúscula S para denotar espaço amostral.

Por exemplo, no item (b), do bloco I da Atividade avaliando probabilidades, um espaço amos-
tral pode ser representado por S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}, pois este conjunto compreende todos os
números possíveis de serem obtidos, quando sorteamos uma casa do bairro. Observe nova-
mente que, neste caso, também não é razoável atribuir probabilidades iguais aos elementos
deste espaço amostral, pois na rua há duas casas com exatamente 1 morador, duas casas com
exatamente 4 moradores e duas casas com exatamente 8 moradores, enquanto que há ape-
nas uma casa com exatamente 2 moradores, uma casa com exatamente 3 moradores, uma
casa com exatamente 5 moradores e uma casa com exatamente 6 moradores.

Evento É qualquer subconjunto A do espaço amostral S para o qual faz sentido atribuir uma
probabilidade.

11
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Veja, na figura 1.10, uma representação de um evento (conjunto) A em um espaço amostral S
(conjunto universo), usando diagrama de Venn.

A

S

Figura 1.10: Representação de conjuntos no diagrama de Venn

Ao realizar um experimento aleatório, dizemos que um evento A ocorreu, se o resultado tiver
sido um elemento de A. Por exemplo, se ao lançarmos um dado com as faces numeradas de
1 a 6, tiver ocorrido face 2 e A é o evento “a face voltada para cima corresponde a um número
par”, isto é, A = {2, 4, 6}, dizemos que o evento A ocorreu.

Figura 1.11: Dados comuns de seis faces numeradas de 1 a 6

Evento elementar Subconjunto unitário do espaço amostral S; ou, equivalentemente, subcon-
junto do espaço amostral S no qual há apenas um resultado possível.

Por exemplo, no lançamento de um dado, podemos representar o espaço amostral por S =
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Nesse caso, os eventos elementares são os conjuntos unitários:

{1}, {2}, {3}, {4}, {5} e {6}.

Operações de união, interseção e complementariedade

Faremos agora uma rápida revisão sobre operações entre conjuntos (união, interseção e com-
plementariedade), pois eventos são conjuntos e nós estamos interessados em calcular proba-
bilidades de eventos.
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União O conjunto A ∪ B (lê-se A união B) corresponde à reunião de todos os elementos de A
e ‘ de B. Veja na figura 1.12, uma representação de A ∪ B, usando diagrama de Venn, em
que o conjunto A ∪ B corresponde à região pintada.

BA

S

Figura 1.12: A ∪ B

Dizemos que o evento A ∪ B ocorreu se pelo menos um dos dois eventos, A ou B, tiver
ocorrido.

Interseção O conjunto A ∩ B (lê-se A interseção B) corresponde à coleção de todos os ele-
mentos que pertencem simultaneamente ao conjunto A e ao conjunto B. Veja na figura
1.13 uma representação de A ∩ B, usando diagrama de Venn, em que o conjunto A ∩ B
corresponde à região pintada.

BA

S

Figura 1.13: A ∩ B

Dizemos que o evento A ∩ B ocoreu, se os eventos A e B tiverem ocorrido simultanea-
mente.

Complementariedade O conjunto A (lê-se A complementar) corresponde à coleção de todos
oselementosdoconjuntouniverso (espaçoamostralS) quenãopertencemaoconjuntoA.
Veja na figura 1.14 uma representação deA, usando diagrama de Venn, em que o conjunto
A corresponde à região pintada.

13
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AA

S

Figura 1.14: Evento complementar de A : A

Dizemos que o evento A ocorreu, se o evento A não tiver ocorrido.

Pela definição das operações de união, interseção e complementareidade dizemos que

o eventoA∪B ocorreu se, e somente se, pelomenos umdos dois eventosA ouB tiverem
ocorrido;

o eventoA ∩ B ocorreu se, e somente se, os dois eventosA eB tiverem ocorrido simulta-
nemante.

o evento A ocorreu se, e somente se, o evento A não tiver ocorrido.

Dois eventosA eB são ditos eventos disjuntos se A ∩ B = ∅, ou seja, se A e B não tiverem
elementos em comum.

Dado qualquer espaço amostral S, os conjuntos S e ∅ (conjunto vazio) são considerados even-
tos especiais e chamados de evento certo e evento impossível, respectivamente.

Para o evento certo (S) atribui-se probabilidade 1 e, para o evento impossível (∅), atribui-se
probabilidade zero. Para qualquer outro evento, a probabilidade deverá ser um número real no
intervalo [0,1].

Para concluir essa breve revisão de operações comconjuntos, vamos apresentar a propriedade
distributiva da operação de interseção com a união de dois eventos, a saber,

(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

Para visualizar melhor essa propriedade, considere A, B e C eventos em um espaço amostral
S, representados nos diagramas de Venn da figura 1.15, lembrando que as interseções nesses
diagramas podem ser conjuntos vazios.
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S

B C

A

S

B C

A

Figura 1.15: Diagramas de Venn com três conjuntos: A,B e C

No primeiro diagrama, pinte de uma corA ∪ B e com outra cor, pinte o conjunto C , destacando
a região que foi pintada pelas duas cores. No segundo diagrama, pinte o conjunto A ∩ C e,
com amesma cor, o conjuntoB ∩ C . A região pintadada corresponde ao conjunto dado no lado
direito da igualdade. Finalmente, verifiqueque as regiões destacadas correspondemaomesmo
conjunto.

A seguir, serão apresentadas três interpretações da probabilidade.

Interpretação clássica de probabilidade

Na interpretação clássica de probabilidade todos os eventos elementares são considerados
igualmente prováveis (equiprováveis).

Esta interpretação costuma ser usada em problemas envolvendo lançamento de dados, sor-
teios de cartas de um baralho e outros jogos. De fato, os primeiros trabalhos teóricos publi-
cados envolvendo probabilidades no século XVII, fazem uso desta interpretação e envolvem
cálculos de probabilidades de eventos em jogos de azar.

No entanto, nem sempre a interpretação clássica será adequada: lembre-se do exemplo da
queda de um corpo celeste.

Um outro problema com esta interpretação é a circularidade do conceito de probabilidade para
definir a própria probabilidade, pois considera em sua definição “resultados igualmente prová-
veis” que depende do conceito de probabilidade.

Interpretação frequentista de probabilidade

Na interpretação frequentista de probabilidade, a probabilidade de um evento é definida como
a frequência relativa de ocorrência deste evento, se o experimento for repetido, sob asmesmas
condições, um grande número de vezes.

Problemas com esta definição envolvem falta de clareza: o que siginificam

“sob as mesmas condições”? e

“um grande número de vezes”?

Além disso, existem fenômenos únicos para os quais não é possível realizar repetições, por
exemplo, o experimento que envolve verificar se daqui a 8 anos seu nível de instrução será
superior completo ou não.
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No entanto, esta interpretação é muito útil e amplamente usada em modelagens probabilís-
ticas. De fato, a interpretação frequentista de probabilidade tem suas origens com a Lei dos
Grandes Números, importante resultado da teoria das probabilidades estabelecido pelo ma-
temático suíço Jakob Bernoulli (1654 - 1705). Bernoulli levou mais de vinte anos para provar a
fórmulamatemática, que foi publicada emseu livro “A Arte da Conjectura” (Ars Conjectandi) por
seu sobrinhoNicolau Bernoulli em 1713. Bernoulli afirmou que quantomaior o número de tenta-
tivas (repetições do experimento), mais a proporção de tentativas bem-sucedidas (frequência
relativa de ocorrência do evento de interesse) se aproxima de p (probabilidade do evento de
interesse ocorrer).

Figura 1.16: Jakob Bernoulli (1654-1705)

Veja na figura 1.17 uma ilustração da Lei dos Grandes Números na qual mostra-se uma simula-
ção do lançamento de umamoeda honesta (probabilidades iguais de cara e coroa) 1000 vezes.
Os gráficos ilustram a frequência relativa de caras, ou seja, número de caras obtidas sobre o
número de lançamentos da moeda (eixo vertical) em função do número de lançamentos da
moeda (eixo horizontal). A linha horizontal indica o valor 1

2 = 0, 5, a probabilidade teórica de
ocorrer cara para uma moeda honesta. Observe como rapidamente a frequência relativa se
aproxima do valor 1

2 .
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Figura 1.17: Simulação do lançamento de uma moeda honesta 1000 vezes com destaque para
os 100 primeiros lançamentos da moeda.

Figura 1.18: 100 primeiros lançamentos da moeda com destaque para os 10 primeiros lança-
mentos
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Figura 1.19: 10 primeiros lançamentos da moeda

Observequenesta simulaçãoocorreu cara noprimeiro lançamentodamoedade talmodoquea
frequência relativa de caras inicial é 1. Alémdisso, nota-se quenas repetições iniciais a frequên-
cia relativade carasoscilamuitomais, noentanto, rapidamenteela seaproximade0,5 comuma
oscilação desprezível.

Observando a figura 1.19, o que você diria que ocorreu (cara ou coroa), no terceiro lançamento
da moeda? Por quê?

Interpretação subjetiva de probabilidade

Na interpretação subjetiva de probabilidade, probabilidades de eventos são designadas de
acordo com a experiência que o pesquisador tem sobre o fenômeno em investigação. No pri-
meiro exemplo desta seção (queda de um corpo celeste) pode-se dizer que adotou-se a in-
terpretação subjetiva quando atribui-se uma probabilidade pequena, próxima de zero, para o
evento “não cair”.

Uma crítica a esta interpretação é a de que pessoas diferentes podem atribuir probabilidades
diferentes para um mesmo evento. No entanto, observe que as outras duas interpretações
também são subjetivas.

O importante, quando adota-se a interpretação subjetiva, é ter coerência. Por exemplo se sa-
bemos que um eventoA ocorre com frequência quatro vezesmaior do que um eventoB, então
P (A) = 4 · P (B).

Se temos a percepção de que é mais provável que certo evento ocorra do que ele não ocorra,
atribuímos a ele uma probabilidade maior do que 0,5. Por outro lado, se temos a percepção
de que é menos provável que certo evento ocorra do que ele não ocorra, atribuímos a ele uma
probabilidade inferior a 0,5. Se temos a percepção de que não existe favorecimento entre a
ocorrência ou não de certo evento, oumesmo se não sabemos nada sobre ele, atribuímos a ele
uma probabilidade de 0,5. A razão pela qual usamos o valor 0,5 como referência se dá pelo fato
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de que 0,5 é exatamente o centro da escala da probabilidade que varia de 0 a 1 (0 a 100%) como
será formalizado na Seção Organizando: Probabilidade - regras básicas e propriedades.

PRATICANDO CONCEITOS BÁSICOS

AtividadeEspaço amostral não é único!

Considere as famílias com três filhos no bairro onde vocêmora. Suponha que deseja-se calcu-
lar probabilidades do tipo: “qual a probabilidade de que uma dessas famílias com três filhos
tenha dois meninos e umamenina?”.

a) Construa umespaço amostral adequado para calcular esta probabilidade, considerando
as possíveis sequências de nascimentos dos três filhos na família.

b) Construa um outro espaço amostral, considerando a quantidade de meninas em cada
casal de três filhos.

AtividadeAvaliando probabilidades a partir de um histograma

No capítulo Medidas de posição e dispersão foram trabalhados os dados sobre os 100melho-
res tempos atingidos naMaratona de Nova Iorque (2017) para as categorias homens emulhe-
res. Na figura 1.20, apresenta-se um histograma construído para os 100melhores tempos na
maratona de Nova Iorque (2017) para a categoria homens, após a conversão destes tempos
para minutos.
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Histograma dos 100 melhores tempos na categoria
Maratona de Nova Iorque - 2017

Figura 1.20: Histograma dos 100 melhores tempos para homens na Maratona de Nova Iorque
(2017), destacando a frequ~encia absoluta de cada intervalo de classe.

Na tabela 1 são apresentados os intervalos de classe e suas respectivas frequências, usados
na construção do histograma da figura 1.20. Os intervalos considerados são fechados à es-
querda e abertos à direita.
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Intervalo de classe Frequência
Absoluta

Frequência Relativa

[130,0;133,0[ 7 0.07
[133,0;136,0[ 4 0,04
[136,0;139,0[ 1 0,01
[139,0;142,0[ 2 0,02
[142,0;145,0[ 4 0,04
[145,0;148,0[ 4 0,04
[148,0;151,0[ 14 0,14
[151,0;154,0[ 21 0,21
[154,0;157,0[ 24 0,24
[157,0;160,0[ 19 0,19

Tabela 1: Distribuição de frequências dos 100 melhores tempos na categoria homens da mara-
tona de Nova Iorque (2017)

Suponha que o comportamento dos 100melhores tempos para homens naMaratona de Nova
Iorque (2017) represente bem os 100 melhores tempos para homens em qualquer Maratona
de Nova Iorque

Com base nessa suposição, estime a probabilidade de que na próxima maratona de Nova Ior-
que o tempo de conclusão da corrida, entre os 100 melhores na categoria homens,

a) ocorra entre 157,0 e 160,0 minutos;

b) seja inferior a 154,0 minutos;

c) seja superior a 152,5 minutos;

d) caia entre 152,5 e 158 minutos.

Observação: Para responder os dois últimos itens, suponha, em cada intervalo, que as
frequências obervadas são proporcionais aos comprimentos dos intervalos, para poder
avaliar frequências em subintervalos.

AtividadeLeis de DeMorgan

Verifique, usando diagrama de Venn, as seguintes igualdades, conhecidas como as Leis de De
Morgan. Sejam A eB dois conjuntos, então

a) A ∩ B = A ∪ B

b) A ∪ B = A ∩ B
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AtividadeDistributividade

Verifique, usando os diagramas de Venn na figura 1.21, a propriedade distributiva da operação
de união com a interseção de dois conjuntos.

(A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

S

B C

A

S

B C

A

Figura 1.21: Diagramas de Venn com três conjuntos: A,B e C

EXPLORANDO REGRAS BÁSICAS E PROPRIEDADES

No início do século XX, o matemático russo Kolmogorov, como já comentado na Seção Explo-
rando: Probabilidade – conceitos básicos, estabeleceu regras básicas para a probabilidade que
independem da interpretação adotada, possibilitando assim, a construção de uma teoriamate-
mática de probabilidade.

De maneira simplificada, essas regras básicas serão apresentadas a seguir.

SejaS umespaçoamostral. Umaprobabilidadeéuma funçãoP queassocia a cada subconjunto
de S (evento) um número real, tal que

a) ela é sempre um número não negativo,

b) a probabilidade do evento certo é igual a 1 e,

c) dados dois eventos disjuntos, a probabilidade da união dos dois é dada pela soma das
probabilidades individuais.

Em símbolos, essas regras podem ser apresentadas da seguinte forma:

a) P (A) ≥ 0 qualquer que seja A ⊂ S, ou seja, a probabilidade de qualquer evento A é um
número não-negativo.

b) P (S) = 1, ou seja, a probabilidade do evento certo é igual a 1.

c) Se A, B ⊂ S com A eB eventos disjuntos (A ∩ B = ∅), então P (A ∪ B) = P (A) + P (B).
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AtividadeCenso Educação Física

Em uma escola de Ensino Médio há dois turnos: manhã e tarde. No turno da manhã há 450
alunos e, no turno da tarde, 350 alunos. Os professores de Educação Física realizaram um
censo para saber se os alunos da escola praticavam algum tipo de atividade física regular
fora do período escolar. A pergunta principal do questionário da pesquisa foi:

Qual é a sua atividade física principal fora do período escolar? Marque apenas uma opção.

( ) Não pratica ( ) Futebol ( ) Outra

Na tabela 2 estão os resultados obtidos.

Atividade Física Manhã Tarde Total
Não pratica 140 130 270
Futebol 160 80 240
Natação 80 70 150

Outra atividade 70 70 140
Total 450 350 800

Tabela 2: Distribuição de frequências por atividade, segundo o turno.

Um aluno desta escola será escolhido ao acaso.

a) Considere os eventos A: ” o aluno escolhido não pratica atividade física”, B: ” o aluno
escolhido pratica Futebol como atividade física principal”, C : ” o aluno escolhido pratica
natação” e D :: “o aluno pratica outro tipo de atividade física principal”. Determine a
probabilidade de cada um desses eventos.

b) Observe que o espaço amostral nesse experimento corresponde à união dos eventos
consideradosno itemanterior. Calcule a somadasprobabilidadesdeterminadasno item
anterior. O resultadoobtido é compatível comasegunda regra básica, a saber,P (S) = 1?
Por quê?

c) Qual é a probabilidade de que este aluno pratique algum tipo de atividade física regular
fora do período escolar?

d) O que émais provável: que o aluno escolhido seja do turno damanhã e jogue futebol ou
que o aluno jogue futebol?

e) Qual é a probabilidade de que o aluno escolhido seja do turno da tarde ou pratique ati-
vidade física diferente de futebol, isto é, que o aluno escolhido tenha pelos menos uma
dessas duas características?
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ORGANIZANDO REGRAS BÁSICAS E PROPRIEDADES

A última regra básica é chamada propriedade aditiva da probabilidade para eventos disjuntos
e, de fato, é um caso particular da propriedade de aditividade da probabilidade.

Suponha três eventosA,B e C disjuntos 2 a 2, ou seja,A ∩ B = A ∩ C = B ∩ C = ∅. A regra da
aditividade para a união destes três eventos resultará em P (A∪B ∪C) = P (A)+P (B)+P (C).

S

B C

A

Figura 1.22: Três eventos A, B e C disjuntos dois a dois ilustrados no diagrama de Venn

A propriedade de aditividade da probabilidade para eventos disjuntos vale para qualquer cole-
ção de eventos disjuntos 2 a 2.

Interpretações da probabilidade e as regras básicas

Como determinar probabilidades sob cada uma das interpretações apresentadas na Seção Or-
ganizando as ideias: Probabilidade – conceitos básicos, considerando as regras básicas?

1. Interpretação clássica

EXEMPLO
Considere o lançamento de um dado honesto (todas as faces ocorrem com probabilidades
iguais). Neste caso o espaço amostral é dado por

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e, os eventos elementares, são dados por

A1 = {1}, A2 = {2}, A3 = {3}, A4 = {4}, A5 = {5} e A6 = {6}.

Faça P (Ai) = k, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Observe que S = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 ∪ A5 ∪ A6 e que os eventosA1,A2,A3,A4 ,A5 eA6 são
disjuntos.

Usando as regras básicas, tem-se
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1 = P (S) = P (A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 ∪ A5 ∪ A6) = P (A1) + P (A2) + · · · + P (A6) = 6 · k

Logo, k = 1
6 .

De modo mais geral, sob a interpretação clássica na qual o espaço amostral S é finito e todos
os eventos elementares são equiprováveis, se o número de elementos do conjunto S é n, n ∈ N,
então a probabilidade de um evento elementar é dada por 1

n .

Nesse caso, se A ⊂ S tem-se P (A) = #(A)
n

, em que a notação #(A) representa o número de
elementos do conjunto A.

Observação Usando a interpretação clássica, na qual o espaço amostral S é um conjunto
finito e todos os eventos elementares são equiprováveis, tem-se que P (A) = #(A)

#(S) .

Observe que as regras básicas são satisfeitas, pois

a) P (A) = #(A)
#(S)

≥ 0, qualquer que seja A ⊂ S;

b) P (S) = #(S)
#(S)

= 1 e,

c) seA∩B = ∅, tem-se que#(A∪B) = #(A)+#(B) tal que P (A∪B) = P (A)+P (B).

Atenção: Antes de sair usando essa interpretação, é necessário verificar se a suposição
de eventos elementares equiprováveis é adequada. Por exemplo, vimos no item b) da
Atividade o espaço amostral não é único, que S = {0, 1, 2, 3} com quatro elementos. No
entanto, esses elementos não são igualmente prováveis, pois os eventos elementares {1}
e {2} são três vezesmais prováveis de ocorrer comparados aos eventos elementares {0}
e {3}.

2. Interpretação frequentista

Na interpretação frequentista atribuem-se probabilidades, usando-se as frequências relativas
de ocorrência do evento depois de observar o mesmo experimento um grande número de ve-
zes. Tambémpodemos perceber comesta interpretação, que as regras da probabilidade valem,
pois uma frequência relativa é sempre um número não-negativo. Se considerarmos o evento
certo, é claro que sua frequência relativa de ocorrência será sempre 1, independente até da
quantidade de vezes na qual o experimento é repetido. Finalmente, dados dois eventos disjun-
tos, a frequência relativa de ocorrência da união dos dois será dada pela soma das frequências
relativas dos dois.

3. Interpretação subjetiva

A validade das regras básicas na interpretação subjetiva de probabilidade depende de coerên-
cia com as regras básicas, quando se atribuem probabilidades. Por exemplo, para um espaço
amostralS finito, as probabilidades atribuídas aos eventos elementares não devemser valores
fora do intervalo [0, 1]. Alémdisso, a soma das probabilidades dos eventos elementares deverá
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ser igual a 1.

Propriedades da probabilidade

A seguir, serão enumeradas algumas propriedades úteis no cálculo de probabilidades. Estas
propriedades são consequências das regras básicas da probabilidade.

Propriedade 1 A probabilidade do evento vazio (∅) é zero.

Esta propriedade é obtida das regras básicas P (S) = 1 e aditividade da probabilidade para
eventos disjuntos, lembrando que S ∪ ∅ = S e S ∩ ∅ = ∅.

Observe que de fato é natural que a probabilidade do evento vazio seja zero, pois um evento
vazio nunca irá ocorrer.

Propriedade 2 A probabilidade de um evento A pode ser calculada por P (A) = 1 − P (A).

Muitas vezes pode ser complicado calcular diretamente a probabilidade de um evento. Uma
possível simplificação será calcular a probabilidade do evento complementar. Um exemplo co-
mum, é o problema dos aniversários que será apresentado na seção Praticando: Probabilidade
- regras básicas e propriedades. Uma aplicação desta propriedade está ilustrada no item (c) da
atividade censo Educação Física.

Propriedade 3 Dados A eB eventos em um espaço amostral S‘taisque‘A ⊂ B (A está contido
emB), então P (A) ≤ P (B).

Essa propriedade, ilustrada no item d) da atividade censo Educação Física, pode ser obtida a
partir das regras básicas: como A ⊂ B, podemos escrever o evento B como a união de dois
eventos disjuntos, a saber,B = A ∪ (B ∩ A). Veja uma ilustração na figura 1.23.

S

B

A

A ∩ B

Figura 1.23: B = A ∪ (A ∩ B) como a união de dois eventos disjuntos
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Assim, usando a regra de que toda probabilidade é um número não-negativo e a regra básica
de aditividade da probabilidade, tem-se

P (B) = P (A ∪ (A ∩ B)) = P (A) + P (A ∩ B)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ P (A)

Propriedade 4 P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B), quaisquer que sejam os eventosA eB de
um espaço amostral S.

Essa propriedade, utilizada no item (e) da Atividade censo Educação Física, pode ser obtida,
escrevendo-se o evento A ∪ B como a união de dois eventos disjuntos, a saber, A ∪ B = A ∪
(A ∩ B).

Veja uma ilustração na figura 1.24.

S

BA

A ∪ B

A ∩ B

Figura 1.24: A ∪ B como uma união de dois eventos disjuntos: A ∪ (A ∩ B)

Assim, P (A ∪ B) = P (A) + P (A ∩ B) , pois A e A ∩ B são disjuntos.

Mas, comoB = (A ∩ B) ∪ (A ∩ B) e os eventosA ∩ B eA ∩ B são disjuntos, segue que P (B) =
P (A ∩ B) + P (A ∩ B) (Veja a figura 1.25).

S

BA

A ∩ BA ∩ B

Figura 1.25: B como a união de dois eventos disjuntos.
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Logo, podemos escrever P (A ∩ B) = P (B) − P (A ∩ B) tal que

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B)

PRATICANDO REGRAS BÁSICAS E PROPRIEDADES

AtividadeO problema dos bodes

Em umprograma de televisão semanal, um jogo oferece como prêmio um automóvel a um es-
pectador escolhido da plateia. O candidato a ganhar o automóvel é convidado pelo apresen-
tador do programa a escolher uma entre três portas idênticas, atrás das quais há um carro
em uma delas e, nas outras duas, há um bode em cada uma.

Figura 1.26: Problema dos bodes

Depois de o candidato escolher a porta, o apresentador, que sabe o que tematrás de cada uma
delas, abre uma das portas não escolhidas, mostrando que atrás dela tem um bode. Então, o
apresentador oferece ao candidato decidir entremanter sua escolha inicial ou trocar de porta.

Qual deve ser a melhor estratégia para o candidato (trocar ou não trocar de porta) de modo
que a sua probabilidade de ganhar o automóvel seja a maior possível?

AtividadeJogo de dardos

No jogo de dardos o vencedor é quem zera os seus pontos mais rapidamente. Você começa,
por exemplo, com um total de 200 pontos. A cada lançamento do dardo, dependendo do lo-
cal atingido, você ganha uma certa pontuação que é descontada do seu total. Se você for o
primeiro a zerar, será o vencedor do jogo.

Quanto mais próximo do centro do tabuleiro de dardos (um tabuleiro circular conforme a fi-
gura 1.27), mais pontos você ganha.
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Suponha que você seja suficentemente experiente de modo que todos os seus lançamentos
atingem o tabuleiro de dardos.

Figura 1.27: Tabuleiro de jogo de dardos

Suponha que amedida do raio do tabuleiro de dardos seja 20 cme que amedida domenor raio
(círculo em verde no centro do tabuleiro) seja 5 cm, e que os acréscimos de comprimento do
raio nas faixas branca, verde e branca do tabuleiro sejam iguais a 5 cm. A moldura em preto
não faz parte do alvo. Suponha também que atingindo o

a) círculo de raio 5 cm (em verde), você ganha 100 pontos;

b) o anel cicular mais próximo ao centro (em branco), você ganha 50 pontos;

c) o anel circular em verde subsequente, você ganha 20 pontos e

d) a anel circular mais externo (em branco), você ganha 10 pontos.

Observe que, neste caso, não é possível usar a interpretação clássica de probabilidade, pois
existem infinitos eventos elementares. No entanto, é razoável supor uniformidade de pro-
babilidades se, de fato, o jogador acerte em qualquer ponto do tabuleiro de dardos ao acaso.
Neste espaço amostral, o círculo de raio 20 cm, se os pontos são obtidos ao acaso, ao conside-
rar regiões de mesma área, contidas no círculo, as probabilidades de se obter pontos nestas
regiões devem ser iguais.

Assim, calcula-se a probabilidade do dardo cair numa região dentro do círculo como o quoci-
ente entre a medida da área da região sobre a medida da área do círculo (espaço amostral),
isto é, se

A ⊂ S, então P (A) = Área de A

Área de S
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A

S

Figura 1.28: Exemplo de um eventoA no tabuleiro de dardos

Observações:

a) Nesta situação, a probabilidade do dardo atingir umponto fixado no círculo será sempre
zero, pois a medida de área correspondente a um ponto é nula.

b) Esta forma de calcular probabilidades costuma ser denominada como probabilidade ge-
ométrica e pode ser considerada como uma extensão da interpretação clássica de pro-
babilidade para espaços amostrais representados por uma região do plano comárea de-
finida. Esta mesma noção poderá ser usada para espaços amostrais representados por
intervalos da reta limitados de comprimento definido, neste caso, calculando-se proba-
bilidades como uma razão de comprimentos de intervalos.

Calcule a probabilidade de que em um lançamento você ganhe

a) exatamente 100 pontos;

b) exatamente 20 pontos;

c) no máximo 50 pontos.

d) Suponha também que pode ser combinado, antes do início do jogo, conceder um bônus
adicional de 10%dapontuação, se o dardo atingir o semicírculo, destacado na figura 1.27.
Calcule a probabilidade de que em um lançamento você atinja

i) o semicírculo destacado ou uma faixa de exatamente 50 pontos;

ii) o semicírculo destacado e uma faixa de pelo menos 20 pontos.
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AtividadeO problema dos aniversários

Numa turma de seu colégio há 35 alunos. Calcule a probabilidade de que haja pelo menos
uma coincidência de datas de aniversário (dia e mês) entre os alunos dessa turma. Considere
apenas anos não bissextos e suponha que todos os 365 dias do ano são igualmente prováveis
como datas de aniversário.

EXPLORANDO PROBABILIDADE CONDICIONAL

AtividadeUso de óculos e sexo de estudandes

Na tabela a seguir estão os dados de uma turma de segundo ano do Ensino Médio com 40
alunos quanto ao gênero e se ele usa ou não óculos.

gênero usa óculos não usa óculos total
feminino 6 16 22
masculino 5 13 18
total 11 29 40

Se um estudante desta turma é sorteado, pede-se determinar a probabilidade de que ele

a) use óculos;

b) use óculos, sabendo que é do gênero feminino;
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c) use óculos, sabendo que é do gênero masculino;

d) seja do gênero feminino;

e) seja do gênero feminino, sabendo que usa óculos;

f) seja do gênero feminino, sabendo que não usa óculos.

g) Analisando os dados da tabela e as respostas obtidas, há razões para supor que gênero
é independente de uso de óculos ou não? Por quê?

ORGANIZANDO PROBABILIDADE CONDICIONAL

Definição de probabilidade condicional

Em Ciência, “informação disponível” é certamente uma matéria-prima preciosa, pois através
dela é possível construirmodelosmais realísticos para descrever fenômenos tanto determinís-
ticos quanto aleatórios e obter resultados mais fidedignos de um ponto de vista da aplicação.
Assim, quanto mais informação dispomos sobre determinados fenômenos, mais acurados se-
rão potencialmente nossos modelos. É nesse sentido que surge historicamente o conceito de
probabilidade condicional, tema dessa seção.

A ideia central da probabilidade condicional é estabelecer uma estrutura matemática para rea-
valiar a probabilidade de umevento à luz de uma informação disponível relacionada a este. Por
exemplo, um geólogo, ao examinar uma bacia, avaliará a probabilidade de potencial petrolífero
de forma diferente a depender de informações disponíveis, tais como porosidade da rocha, es-
truturas sísmicas, etc. Quanto mais informação ele tenha, tanto mais próxima da realidade
será potencialmente sua avaliação da probabilidade de encontrar óleo na região.

Figura 1.29: Bacias de petróleo na costa brasileira

O mesmo se dá em avaliações médicas: a partir da anamnese do paciente, um médico melho-
rará sua avaliação sobre a probabilidade de um paciente ter ou não determinada patologia.
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Figura 1.30: Medição da pressão arterial para anamnese do paciente

A questão que se coloca é: como incorporar matematicamente a informação de que um evento
B ocorreu para se reavaliar a ocorrência de um evento de interesse A?

A definição de probabilidade condicional é a resposta para essa questão.

Definição Aprobabibilidade condicional de o eventoAocorrer, dado que sabemosque o evento
B ocorreu, denotada por P (A|B), é definida por

P (A|B) = P (A ∩ B)
P (B)

, P (B) > 0

Retomando a a Atividade uso de óculos e sexo de estudantes, a probabilidade de o aluno sorte-
ado usar óculos, sabendo que ele é do gêneromasculino foi calculada pela razão do número de
estudantes que usam óculos e são do gênero masculino e o número de estudantes do gênero
masculino, a saber, 5

18 ≈ 0, 278.

Observe que esse quociente, pode ser também obtido a partir da definição de probabilidade
condicional, calculando-se o quociente da probabilidade de “usar óculos e ser do gênero mas-
culino” (5/40=0,125) e da probabilidade de ser do gênero masculino (18/40=0,45), obtendo-se
0, 125
0, 45

= 5
18

≈ 0, 278.

Repita essa verificaçãopara asdemais probabilidades condicionais calculadasnaAtividadeuso
de óculos e sexo de estudantes.

EXEMPLO A probabilidade condicional é uma probabilidade?
É possível verificar que a probabilidade condicional, dado o conhecimento da ocorrência
do evento B, satisfaz as regras básicas da probabilidade e, portanto, também satisfaz as
demais propriedades da probabilidade trabalhadas na seção anterior.

A primeira regra básica é a de que toda probabilidade é um número não negativo. De fato,
tem-se que dado um evento A ⊂ S qualquer,

P (A|B) =

≥0︷ ︸︸ ︷
P (A ∩ B)

P (B)︸ ︷︷ ︸
>0

≥ 0

Além disso, a segunda propriedade básica P (S) = 1 pode ser adaptada. Observe que dado
que o evento B ocorreu, o natural é passar a considerá-lo como o “novo” espaço amostral
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à luz dessa informação. Assim,

P (B|B) = P (B)
P (B)

= 1

de modo que vale a segunda regra básica.

Finalmente, dados A1 e A2 eventos disjuntos,

P (A1 ∪ A2|B) = P (A1 ∪ A2) ∩ B)
P (B)

= P ((A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B))
P (B)

Na expressão anterior, observe que foi usada a propriedade distributiva da operação de
interseção com a união de dois eventos. Observe também que, no numerador do termo
mais àdireita daexpressãoobtida, tem-seaprobabilidadedauniãodedois eventos, a saber,
A1 ∩ B e A2 ∩ B.

Como os eventos A1 e A2 são disjuntos, consequentemente, os eventos A1 ∩ B ⊂ A1 e
A2 ∩ B ⊂ A2 também são disjuntos tal que P ((A1 ∩ B) ∪ (A2 ∩ B)) = P (A1 ∩ B) + P (A2 ∩ B)
(regra básica 3 da probabilidade).

Logo,

P (A1 ∪ A2|B) = P ((A1 ∪ A2) ∩ B)
P (B)

= P (A1 ∩ B) + P (A2 ∩ B)
P (B)

= P (A1|B) + P (A2|B)

Portanto, as demais propriedades da probabilidade estudadas, também valem para a pro-
babilidade condicional, a saber,

a) P (∅|B) = 0

b) Se A1 ⊂ A2, então P (A1|B) ≤ P (A2|B).

c) P (A|B) = 1 − P (A|B).

d) P (A1 ∪ A2|B) = P (A1|B) + P (A2|B) − P (A1 ∩ A2|B).

Regra da Multiplicação

A partir da definição de probabilidade condicional é possível obter uma regra para calcular a

probabilidade da ocorrência simultânea de dois eventos A eB. Como P (A|B) = P (A ∩ B)
P (B)

, se-
gue que

P (A ∩ B) = P (B) · P (A|B)

Essa expressão é fundamental para entender resoluções de problemas de cálculo de probabi-
lidades em experimentos sequenciais. Veja o exemplo a seguir.
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EXEMPLO Diagrama de árvore
Em um grupo de 12 pessoas, sabe-se que 8 delas votarão no candidato à prefeito ABC e
as outras 4 votarão no candidato a prefeito XY Z . Suponha que duas pessoas serão es-
colhidas sequencialmente, ao acaso e sem reposição desse grupo. Deseja-se calcular a
probabilidade de que as duas pessoas sorteadas votarão em candidatos a prefeito distin-
tos.

Primeiro vamos apresentar uma solução analítica desse problema, para em seguida mos-
trar a solução,muitomais simples, usando diagramade árvore. A solução analítica será útil
para compreendermelhor os elementos da árvore e quando usarmultiplicação e adição de
probabilidades.

Como são apenas dois candidatos, vamos chamar de A1 o evento “a primeira pessoa sor-
teada votará em ABC ” e, assim, A1 corresponderá ao evento “a primeira pessoa sorteada
votará em XY Z “. Similarmente, vamos chamar de A2 o evento “a segunda pessoa sorte-
ada votará em ABC ” e, assim, A2 corresponderá ao evento “a segunda pessoa sorteada
votará em XY Z “. O evento cuja probabilidade queremos calcular é E: “as duas pessoas
sorteadas votarão em candidatos distintos.”

Observe que E = (A1 ∩ A2) ∪ (A1 ∩ A2) e que os dois eventos do lado direito são disjuntos
de modo que podemos calcular P (E) como a soma P (A2 ∩ A1) + P (A2 ∩ A1). Observe que
cada uma dessas duas probabilidades envolve a ocorrência simultânea de dois eventos, de
modo que podemos usar a regra da multiplicação:

P (A1 ∩ A2) = P (A1) · P (A2|A1)︸ ︷︷ ︸
prob. da 2a. pessoa não votar em ABC,

dado que a primeira vota em ABC

= 8
12

· 4
11

= 8
33

P (A1 ∩ A2) = P (A1) · P (A2|A1)︸ ︷︷ ︸
prob. da 2a. pessoa votar em ABC,

dado que a primeira não vota em ABC

= 4
12

· 8
11

= 8
33

Logo, P (E) = 8
33

+ 8
33

= 16
33

≈ 0, 485

Soluçãovia diagramadeárvore: Cadapontode ramificaçãodaárvore desdobra-senaspos-
sibilidades. Observe que nesse exemplo há apenas duas, de modo que do primeiro ponto
partem duas possibilidades e a partir de cada possibilidade, partirãomais duas possibilida-
des, como no esquema a seguir.
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A1

A1

A2

A2

A2

A2

Figura 1.31: Ilustração das quatro configurações possíveis via diagrama de árvore

Em cada ramificação, assinalamos a respectiva probabilidade. Veja na figura 1.32, o dia-
grama de árvore com as respectivas probabilidades destacadas.

A1

8/12

A1

4/12

A27/11

A2
4/11

A28/11

A2
3/11

Figura 1.32: Diagrama de árvore do exemplo com as respectivas probabilidades

Na figura 1.33, destacam-se as quatro configurações possíveis e respectivas probabilida-
des.
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A1

8/12

A1

4/12

A27/11

A2
4/11

A28/11

A2
3/11

A1 ∩ A2
14
33

A1 ∩ A2
8
33

A1 ∩ A2
8
33

A1 ∩ A2
3
33

Figura 1.33: Diagrama de árvore indicando os quatro casos possíveis após o sorteio

Logo, pela árvore, P (E) = 8
33

+ 8
33

= 16
33
.

Eventos Independentes

Na Atividade usio de óculos e sexo de estudantes, concluímos que uso de óculos independe
de gênero, pois comparando as probabilidades incondicionais de ser do gênero feminino (0, 55)
e de ser do gênero masculino (0, 45) com as probabilidades condicionais de ser do gênero fe-
minino (0, 545) e do gênero masculino (0, 455) dado que usa óculos, percebe-se que elas são
aproximadamente iguais. Na teoria, para que os eventos sejam independentes, essas probabi-
lidades deveriam ser iguais. Na prática esse tipo de análise é usado em Estatística para avaliar
a hipótese de independência entre dois eventos.

Dois eventosA eB são ditos independentes se a ocorrência de um deles não muda a incer-
teza sobre a ocorrência do outro.

Em símbolos,A eB são ditos eventos independentes seP (A|B) = P (A), ou equivalentemente,
se P (B|A) = P (B).

Decorre, da definição de probabilidade condicional, P (A|B) = P (A ∩ B)
P (B)

, que se A e B são

eventos independentes, então P (A ∩ B) = P (A) · P (B).

É preciso ter cuidado ao usar este último resultado. Se não sabemos que os eventosA eB são
independentes, entãodevemosusar a regradamultiplicação, a saber,P (A∩B) = P (B)·P (A|B)
que vale para quaisquer dois eventos.

Observe que há uma simetria no conceito de independência de talmodo que seP (A|B) = P (A),
então P (B|A) = P (B).

De fato, se P (A|B) = P (A), segue que P (A ∩ B) = P (A) · P (B) e, assim,

P (B|A) = P (A ∩ B)
P (A)

= P (A) · P (B)
P (A)

= P (B)
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EXEMPLO Eventos independentes versus eventos disjuntos
Considere o experimento que consiste em lançar um dado honesto e, em seguida, lançar
uma moeda honesta. Defina os eventos A : “ocorre uma face par” eB : “ocorre uma cara”.

a) A eB são eventos disjuntos?

b) A eB são eventos independentes?

Observe que estamos lidando com um experimento sequencial de modo que os resultados
possíveis envolvem a combinação de dois casos, a saber, número do dado e tipo de face da
moeda. Como são seis números possíves para o dado e duas faces possíveis para amoeda,
segue que o espaço amostral desse experimento consiste de 12 pares ordenados:

S = {(1, ca), (1, co), (2, ca), (2, co), (3, ca), (3, co), (4, ca), (4, co), (5, ca), (5, co), (6, ca), (6, co)}

Embora seja comum pensar que os eventos A e B são disjuntos, depois de descrever os
elementos do espaço amostral é fácil perceber queA eB não são disjuntos (A∩B ̸= ∅). De
fato,

A = {(2, ca), (2, co), (4, ca), (4, co), (6, ca), (6, co)}, tal que P (A) = 6
12

= 0, 5

B = {(1, ca), (2, ca), (3, ca), (4, ca), (5, ca), (6, ca)}, tal que P (B) = 6
12

== 0, 5

A ∩ B = {(2, ca), (4, ca), (6, ca)}, tal que P (A ∩ B) = 3
12

= 1
4

= 0, 25

É natural pensarmos que os lançamentos do dado e da moeda sejam independentes, pois
o resultado de um não interfere no resultado de outro. Podemos confirmar esse raciocínio,
observando que P (A ∩ B) = 0, 25 é igual ao produto das probabilidades incondicionais de
A e deB ambas iguais a 0, 5.

Do exemplo anterior vale destacar que, dados dois eventos com probabilidade positiva, não
será possível que eles sejam ao mesmo tempo disjuntos e independentes.

EXEMPLO Eventos disjuntos versus eventos independentes
Sejam A eB dois eventos em um espaço amostral S tais que P (A) > 0 e P (B) > 0.

a) Se A eB são eventos disjuntos, então A eB não são eventos independentes.

Se A e B são disjuntos, então P (A ∩ B) = 0 ̸= P (A) · P (B) > 0, pois P (A) > 0 e
P (B) > 0. Assim, A eB não são independentes.

b) Se A eB são eventos independentes, então A eB não são eventos disjuntos.

Se A e B são independentes, então P (A ∩ B) = P (A) · P (B) > 0o que implica que
A ∩ B ̸= ∅. Logo, a eB não são disjuntos.

Observe que a única situação em que se pode ter A e B simultaneamente disjuntos e inde-
pendentes ocorre se um dos eventos A ouB tiver probabilidade nula.
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Três eventosA,B e C são independentes se, e somente se, eles são dois a dois independen-
tes e P (A ∩ B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C).

EXEMPLO Eventos dois a dois independentes não independentes
Considere um dado em forma de tetraedro regular cujos números de suas faces são 1, 2, 3
e 4.

Figura 1.34: Dado em forma de tetraedro com a face 2 oculta

Defina os eventosA = {1, 2},B = {1, 3} e C = {1, 4}.

a) Verifique que A eB são eventos independentes.

b) Idem para A e C .

c) Idem paraB e C .

d) Calcule P (A|B ∪ C), compare o resultado obtido com P (A) e diga se A e B ∪ C são
eventos independentes.

É fácil perceber que os eventos A, B e C tomados dois a dois são independentes, pois a
interseção entre dois dos três é sempre {1} cuja probabilidade é 1/4 e como cada um dos
eventos A,B e C têm probabilidade 1/2, segue que

P (A ∩ B) = P (A) · P (B) = 1
2

· 1
2

= 1
4

P (A ∩ C) = P (A) · P (C) = 1
2

· 1
2

= 1
4

P (B ∩ C) = P (B) · P (C) = 1
2

· 1
2

= 1
4
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Mas,P (A|B∪C) = P (A ∩ (BUC))
P (B ∪ C)

= P ((A ∩ B) ∪ (A ∩ C))
P (B ∪ C)

= 1/4
3/4

= 1
3

̸= P (A) e, portanto,

A eB ∪ C não são independentes apesar deA eB serem independentes e de A e C serem
indepedentes.

Portanto, se temos três eventos dois a dois independentes, isso não implicará que os três
eventos sejam independentes.

PRATICANDO PROBABILIDADE CONDICIONAL

AtividadeDesempenho de exames diagnósticos

Testesdiagnósticosparadetectar umadoençanãosão infalíveis. Paraanalisar odesempenho
de um desses testes, realizam-se estudos em populações, contendo pessoas sãs e portado-
ras da doença.

Figura 1.35: Amostras de sangue para realização de exame

Quatro situações distintas podem ocorrer

a) a pessoa TEM a doença e o resultado do teste é POSITIVO.

b) a pessoa TEM a doença e o resultado do teste é NEGATIVO.

c) a pessoa NÃO TEM a doença e o resultado do teste é POSITIVO.

d) a pessoa NÃO TEM a doença e o resultado do teste é NEGATIVO.

Observe que nas situações (b) e (c), o teste falha, pois deveria ser positivo quando a pessoa
tem a doença e, negativo, quando a pessoa não tem a doença. Já nas situações (a) e (d) o teste
acerta o diagnóstico.
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Dois índices de desempenho para avaliação de um teste diagnóstico costumam ser usados: a
sensibilidade e especificidade.

A sensibilidade é definida como a probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO, dado
que a pessoa examinada tem a doença. Já a especificidade é a probabilidade do teste ser
NEGATIVO, dado que a pessoa examinada não tem a doença.

Oquadroa seguir refere-seaumtestediagnósticopara adoençaX , aplicadoemumaamostra
composta por duzentas pessoas, sendo 100 sadias e 100 portadoras da doençaX .

Resultado do teste doente sadia
Positivo 95 15
Negativo 5 85

Uma pessoa entre as duzentas dessa amostra será sorteada.

a) Qual a probabilidade de ela tenha a doençaX?

b) Qual a probabilidade de que ela NÃO tenha a doençaX?

c) Se o resultado do teste da pessoa sorteada foi positivo, calcule a probabilidade de que
ela tenha a doença.

d) Se o resultado do teste da pessoa sorteada foi negativo, calcule a probabilidade de que
ela tenha a doença.

e) Sabendo que a pessoa sorteada tem a doença, qual a probabilidade de seu teste ter re-
sultado positivo?

f) Sabendo que a pessoa sorteada NÃO tem a doença, qual a probabilidade de seu teste ter
resultado negativo?

g) Determine uma estimativa da sensibilidade e da especificidade desse teste, usando a
informação do quadro acima.
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AtividadeProdução de peças

Figura 1.36: Produção de peças

Para fins de controle de qualidade das peças produzidas em uma fábrica, foram analisadas
amostras de peças produzidas por máquinas diferentes. Os resultados obtidos estão resumi-
dos no quadro a seguir.

Máquina Defeituosas Boas
I 5 195
II 15 585

Pela informação das amostras coletadas, há razão para se acreditar que a produção de defei-
tuosas ou boas é independente do tipo de máquina utilizada na produção?

AtividadeIndependência e complementariedade

Sejam A e B dois eventos independentes. Mostre que os pares de eventos a seguir também
são independentes:

a) A eB;

b) A eB; e

c) A eB.
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AtividadeEscolha da chave correta

Figura 1.37: Chaves e cadeado

Retirando-se chaves sequencialmente da caixa, qual a probabilidade de se abrir o cadeado
apenas na terceira tentativa se:

a) a cada tentativa a chave extraída é recolocada na caixa?

b) a cada tentativa a chave extraída não é recolocada na caixa?

c) Em qual dos contextos (a) e (b) a probabilidade de se abrir a caixa é maior? Por quê?

AtividadeProbabilidade total

Em um condomínio há três prédios: bloco I, bloco II e bloco III. No bloco I há 180 moradores,
no bloco II há 200 moradores e no bloco III há 120 moradores. Entre os moradores do bloco I,
há 27 menores de até 12 anos. Entre os moradores do bloco II há 36 menores de até 12 anos.
Entre os moradores do bloco III há 24 menores de até 12 anos. Um residente do condomínio
será sorteado da seguinte forma: primeiro será sorteado um bloco, tendo os blocos probabili-
dades iguais. Depois, um residente do bloco sorteado será escolhido ao acaso, usando-se um
cadastro dos moradores do bloco. Pede-se calcular a probabilidade

a) a probabilidade de que a pessoa sorteada seja ummenor de até 12 anos;

b) a probabilidade de ter sido sorteado o bloco II, sabendo que a pessoa sorteada é um
menor de até 12 anos.
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Figura 1.38: Condomínio com três blocos
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PARA SABER+
Em atividades anteriores foi sugerido lançar uma moeda repetidas vezes e registrar o resul-
tado observado. Veremos nesta seção como simular o lançamento de uma moeda um grande
número de vezes com o auxílio da tecnologia.

Todos as linguagens de programação de computadores, planilhas e aplicativos costumam ter
uma função interna usada para a geração de números aleatórios, na verdade, números pseudo-
aleatórios, pois existe ummecanismodeterminísticopor trásdageraçãodessesnúmeros. Para
mais detalhes sobre números (pseudo) aleatórios sugerimos assistir ao vídeo nesse link.

Nessa seção serão apresentadas algumas ferramentas úteis para fazer simulações de experi-
mentos simples como o lançamento de uma ou mais moedas e o lançamento de um ou mais
dados.

Uma simulação de um experimento é um processo que tem omesmo comportamento do expe-
rimento, de tal modo que resultados similares à realidade sejam gerados pelo processo.

As atividades a seguir consistirão em simulações de fenômenos aleatórios simples. Para sua
realização será necessário o uso de tecnologia. A seguir, duas possibilidades serão detalhadas:
as planilhas do LibreOffice e do GeoGebra.

A função =ALEATÓRIOENTRE(1;N) do LibreOffice, comN umnúmero natural, produz umnúmero
do conjunto {1, 2, 3, , · · · , N} de tal modo que a probabilidade de cada um dos números é dada
por 1

N . Assim, ao usarmos =ALEATÓRIOENTRE(1;2), o resultado será equivalente a sortear um
número do conjunto {1, 2} cada um com probabilidade igual a 1

2 . Veja na figura 1.39 uma simu-
lação de 20 números com essa propriedade, usando o LibreOffice.

Figura 1.39: Vinte simulações do sorteio dos números 1 e 2 com probabilidades iguais, usando
o LibreOffice

Para simular os 20 números, basta digitar na célula A1 =aleatórioentre(1;2) e apertar a tecla
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Enter. Depois, posicione o cursor no canto esquerdo inferior da célula e arraste para baixo até
a linha 20. Os 20 números gerados neste exemplo estão na coluna A da planilha. É possível
gerar rapidamente, muito mais do que apenas 20 números.

Essa função, aleatórioentre(1;2) pode ser usada para simular o lançamento de umamoeda ho-
nesta, associando, por exemplo, o número 1 para a ocorrência de “cara” e, o número 2 para
a ocorrência de “coroa”, pois o modelo probabilístico da função =aleatórioentre(1;2) é tal que
os dois números são gerados com probabilidades iguais. Assim, espera-se, em média, que as
quantidades de números 1 (1’s) e de números 2 (2’s) sejam aproximadamente iguais.

Como fazer para obter de forma rápida essas quantidades, sem ter que contar um a um?

No LibreOffice a função =cont.se(lista de células; número pesquisado) faz essa contagem.

No exemplo anterior, a função =cont.se(A1:A20;1) irá retornar o número de 1’s encontrados nas
células da coluna A das linhas 1 a 20. Já a a função =cont.se(A1:A20;2) irá retornar o número
de 2’s encontrados nas células da coluna A das linhas 1 a 20. Veja uma ilustração do uso da
função na figura 1.40. Nessa figura, vemos que na simulação foram gerados doze (12) números
1 (caras) e oito (8) números 2 (coroas).

Figura 1.40: Exemplo do uso da função cont.se do LibreOffice

No Geogebra as funções para realizar as mesmas tarefas são similares às utilizadas no Libre-
Office. Veja na figura 1.41 a simulação do lançamento de umamoeda honesta 20 vezes, usando
a função =NúmeroAleatório(1,2) do GeoGebra.
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Figura 1.41: GeoGebra: simulaçãode20 lançamentos deumamoedahonesto, associando 1 para
cara e 2 para coroa

Para a realização da contagem de caras e coroas, a função correspondente no GeoGebra é a
função ContarSe(números, células).

A quantidade de 1’s na colunaAdas linhas 1 a 20 é dada por=ContarSe(0<x<2,A1:A20) que produ-
zirá a quantidadedenúmeros inteiros no intervalo aberto ]0,2[ que ocorremnas celas da coluna
A das linhas 1 a 20 (A1:A20). Observe que o único número inteiro no intervalo aberto ]0,2[ é o nú-
mero 1. Para contar a quantidade de 2’s na coluna A, devemos digitar =ContarSe(1<x<3,A1:A20),
lembrando que o único número inteiro no intervalo aberto ]1,3[ é o número 2.
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Figura 1.42: Geogebra: exemplo de uso da função ContarSe

Observe que na simulação realizada com o GeoGebra também foram obtidos doze números 1
(caras) e oito (8) números 2 (coroas). De fato, trata-se de mera coincidência, pois espera-se
que, emmédia sejam produzidos a cada simulação, 10 caras.

EXEMPLO Experimento cujo espaço amostral é equiprovável.
Suponha que o espaço amostral S é dado por {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} e que os even-
tos elementares são equiprováveis.

A função do LibreOffice =AleatórioEntre(1;12) retornará com probabilidade 1
12 um dos ele-

mentos de S.

A função do GeoGebra =NúmeroAleatório(1,12) retornará com probabilidade 1
12 um dos ele-

mentos de S.

48



1

C
A
P
ÍT
U
L
O

P
R
O
B
A
B
IL
ID
A
D
E

Figura 1.43: Funções no Geogebra e LibreOffice

Observação: Vocêpoderá simular o lançamentodeumdadooudemais deumdadohonesto
emuitos outros experimentos simples, usando essas funções do Geogebra e do LibreOffice.

AtividadeSimulação do lançamento de umamoeda honesta

Deseja-se simular o lançamento de uma moeda honesta uma grande quantidade de vezes e
comparar a frequência relativa de caras com a probabilidade teórica 0,5 de obter uma cara
quando a moeda é honesta.

a) Usando o GeoGebra ou algum outro recurso tecnológico, simule 20 lançamentos damo-
eda e observe a quantidade de caras, calculando a frequência relativa.

b) Repita a simulação para 50, 100, 250 e 1000 lançamentos da moeda.
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c) Complete o quadro a seguir e comente sobre os resultados obtidos.

Número de Observações Frequência relativa de caras
20
50
100
250
1000

AtividadeSimulação do lançamento de um dado honesto

Deseja-se simular o lançamento de umdado honesto uma grande quantidade de vezes e com-
parar a frequência relativa de faces “6” com a probabilidade teórica 1

6 ≈ 0, 167 de obter uma
face “6” quando o dado é honesto.

a) UsandooGeoGebraoualgumoutro recurso tecnológico, simule 30 lançamentosdodado
e observe a quantidade de faces “6” obtidas, calculando a frequência relativa.

b) Repita a simulação para 60, 120, 300 e 1500 lançamentos do dado.

c) Complete o quadro a seguir e comente sobre os resultados que você obteve.

Número de Observações Frequência relativa de 6
30
60
120
300
1500

AtividadeSimulação do lançamento de um dado desequilibrado

Um dado é desequilibrado quando suas faces ocorrem com probabilidades desiguais. Supo-
nha que um dado seja desequilibrado de tal modo que a probabilidade de ocorrer cada uma
de suas faces, entre os números 1, 2, 3, 4, 5 e 6, sejam proporcionais aos respectivos números
das faces.
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a) Determine as probabilidades de cada face no caso desse dado.

b) Usando as funções de geração de números aleatórios, simule o lançamento desse dado
42 vezes e compare a frequência relativa de faces 6 obtidas com a probabilidade teórica
da face 6 obtida no item anterior.

c) Repitao itemanterior para84, 210, 630, 840e 1680 lançamentosdodadodesequilibrado
e registre o número de vezes que você obteve a face 6.

d) Complete a tabela a seguir e comente sobre os resultados que você obteve.

Número de Observações Frequência relativa de 6
42
210
630
840
1680

AtividadeSimulação do lançamento de um dado diferente

Um dado é equilibrado, mas suas faces foram pintadas de tal modo que há uma face 1, duas
faces 2 e três faces 3.

a) Determine as probabilidades de se obter face 1, face 2 e face 3 com esse dado.

b) Usando as funções de geração de números aleatórios, simule o lançamento desse dado
30 vezes e compare a frequência relativa de faces 2 obtidas com a probabilidade teórica
da face 2 obtida no item anterior.

c) Repita o item anterior para 300, 600, 900 e 1800 lançamentos do dado equilibrado e
registre o número de vezes que você obteve a face 2.

d) Complete a tabela a seguir e comente sobre os resultados que você obteve.

Número de Observações Frequência relativa de 2
30
300
600
900
1800

Teorema: Lei dos Grandes Números
Àmedida que umexperimento é repetido várias vezes, a probabilidade dada pela frequên-
cia relativa de um evento tende a se aproximar da probabilidade teórica.

A lei dos grandes números nos diz que as estimativas da probabilidade de um evento dadas
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pelas frequências relativas tendem a ficar melhores com mais observações. Esse resultado,
como já comentado anteriormente, é a base teórica para a interpretação frequentista de pro-
babilidade. Veja na figura 1.17, uma ilustração da Lei dos Grandes Números.

EXEMPLO Cálculo de probabilidade, usando simulação
Deseja-se calcular a probabilidade de se obter pelo menos uma face 6, quando um dado
honesto é lançado quatro vezes.

Definindo A como sendo o evento ocorreu pelo menos um seis nos quatro lançamentos,
então A é o evento nenhum 6 ocorreu nos quatro lançamentos.

Nesse caso, podemos usar a propriedade do evento complementar para calcular P (A) =
1 − P (A). O evento A ocorre se, e somente se, em cada um dos quatro lançamentos não
ocorre face 6. Como os lançamentos são independentes, a probabilidade de não ocorrer
face 6 nos quatro lançamentos será dada por

5
6

· 5
6

· 5
6

· 5
6

=
(5

6

)4
≈ 0, 48

Assim P (A) ≈ 1 − 0, 48 = 0, 52.

Vamos estimar essa probabilidade, usando a Lei dos Grandes Números com o auxílio do
GeoGebra.

Para simular o experimento podemos usar a função =Número Aleatório(1,6) nas céluas A1
até A4.

Figura 1.44: Simulação de quatro lançamento de um dado com o GeoGebra

figura 1.45: Simulação de quatro lançamento de um dado com o GeoGebra

Na cela B4 usaremos a função =ContarSe(5<x<7,A1:A4) para obter o número de faces 6 ob-
tidas.
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Figura 1.45: Contagem do número de faces 6 obtidas, usando o GeoGebra

Depois, marque as células A1:B4 e arraste-as até a linha 400, de modo a repetir 100 vezes
esse experimento.
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Figura 1.46: Simulação de 100 experimentos (lançar um dado 4 vezes), usando o GeoGebra

Vamos então usar a função ContarSe(-1<x<1,B1:B400) para obter a quantidade de zeros, ou
seja, o número de repetições do experimento em que a face 6 não ocorreu.
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Figura 1.47: Contagem do número de ocorrências do evento “nenhuma face 6”

Observe que foram 43 ocorrências sem nenhuma face 6 de modo que nessa simulação a
probabilidade estimada de obter pelomenos um 6 é dada por 1 − 0, 43 = 0, 57. Observe que
essa estimativa ficou ligeiramente afastada da probabiliade teórica (≈ 0, 52).

Duplicando o número de repetições do experimento, espera-se obter uma estimativa mais
próxima da probabilidade teórica. Veja na figura 1.48 um resultado, usando o GeoGebra.
Agora, com 200 repetições, a estimativa foi 0, 54 e, portanto, mais perto da probabilidade
teórica.
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Figura 1.48: Simulação de 200 experimentos (lançar um dado 4 vezes), usando o GeoGebra
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EXERCÍCIOS

1 (Pisa) Imagine que tenha sido apresentado um documentário sobre terremotos, no qual é
dito com que frequência ocorrem e como podem ser previstos. Nesse documentário, um
geólogo afirmou: “nos próximos 20 anos, a chance de um terremoto acontecer na cidade
de Zed é de duas em três.”

Qual das sentenças a seguir reflete o significado da afirmação feita pelo geólogo?

a) Como 2
3 · 20 ≈ 13, 3; entre 13 e 14 anos a partir de agora, ocorrerá um terremoto na

cidade de Zed.

b) Como 2
3 émaior do que

1
2 , temos certeza de que ocorrerá um terremoto na cidade de

Zed em algummomento nos próximos 20 anos.

c) A probabilidade de ocorrer algum terremoto na cidade de Zed em algum momento
nos próximos 20 anos é maior do que a probabilidade de ele não ocorrer.

d) Não se pode dizer sobre o que irá acontecer, pois ninguém sabe quando um terre-
moto ocorrerá.

2 (Pisa) Para dado dia, a previsão do tempo afirma que, das 12h às 18h, a chance de ocor-
rência de chuva é de 30%.

Assinale a alternativa que corresponde à melhor interpretação dessa previsão do tempo.

a) Em 30% da área à qual a previsão se refere haverá chuva.

b) em 30% de 6 horas, ou seja, durante o total de 108 minutos, haverá chuva.

c) Em relação às pessoas da área à qual a previsão se refere, pode-se afirmar que 30 a
cada 100 pessoas pegarão chuva.

d) Se a mesma previsão fosse dada para 100 dias, em cerca de 30 desses 100 dias ha-
veria chuva.

e) A quantidade de chuva será 30% da intensidade de uma forte precipitação (medida
como “chuva por unidade de tempo”).

3 Sabe-se que a probabilidade de que um casal com três filhos tenha duas meninas é 3
8 .

Com base nessa afirmação, responda:

a) Observando-se ao acaso 160 casais com três filhos, quantos casais você espera que
tenham duas meninas?

b) E em 400 casais com três filhos?

c) É correto afirmar que se observarmos 80 casais com três filhos, exatamente 30 ca-
sais terão duas meninas? Por quê?

4 Nas situações a seguir indique a interpretação de probabilidade, entre as interpretações
clássica, frequentista e subjetiva, que melhor se encaixa para a designação de probabili-
dades.

a) Um dado honesto é lançado três vezes, deseja-se calcular a probabilidade de se ob-
ter pelo menos duas faces pares.
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b) Um gerente de banco deseja avaliar a probabilidade de um cliente esperar mais de
30 minutos para ser atendido em um dia comum.

c) Deseja-se avaliar a probabilidade de você se tornar um Youtuber de sucesso no pró-
ximo ano.

5 Em uma escola de Ensino Médio há dois turnos: manhã e tarde. Nesta escola há alunos
quepraticamatividade física fora dohorário escolar e alunos quenãopraticam. Umaluno
dessa escola será sorteado. Defina os seguintes eventosA : “o aluno sorteado é do turno
da manhã” e B : “o aluno sorteado pratica atividade física fora do horário escolar”. Des-
creva em palavras os eventos

a) A ∪ B

b) A ∩ B

c) A ∩ B

d) A ∩ B

6 É sorteado um aluno de uma turma de um curso de Inglês na qual há somente alunos de
15 anos, 16 anos e 17 anos completos. Sabe-se que a probabilidade de o aluno selecionado
ter 15 anos é igual a 0,3 e ter 17 anos é igual a 0,2. Determine a probabilidade de o aluno
sorteado

a) ter idade maior do que 16 anos.

b) ter 16 anos.

c) ter pelo menos 15 anos.

d) ter 15 ou 16 anos.

7 Umposto de coleta de sangue fez um lavantamento das fichas de 500 doadores, obtendo
as seguintes frequências relativas por tipo sanguíneor e fator Rh.

tipo Rh+ Rh- total
O 0,32 0,08 0,40
A 0,20 0,10 0,30
AB 0,16 0,04 0,20
B 0,07 0,03 0,10

total 0,75 0,25 1,00

Supondo que o comportamento desses doadores reflita o comportamento da população
da região do posto de coleta que contém 1milhão de pessoas, pede-se calcular, de forma
aproximada, o número de pessoas nessa população que

a) tenha fator Rh-;

b) tenha sangue tipo A;

c) tenha sangue tipo AB com fator Rh+;

d) não tenha sangue tipo O.

e) não tenha sangue tipo O, sabendo que tem fator Rh+.

f) não tenha sangue tipo O, sabendo que tem fator Rh-.
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8 (UERJ-EQ1-2011) Uma fábrica produz sucos com os seguintes sabores: uva, pêssego e la-
ranja. Considere uma caixa com 12 garrafas desses sucos, sendo quatro de cada sabor.
Retirando-se ao acaso duas garrafas dessa caixa, a probabilidade de que ambas as gar-
rafas contenham suco com omesmo saber equivale a:

a) 9,1%

b) 18,2%

c) 27,3%

d) 36,4%

9 (UERJ-EQ1-2012-adaptada) Três modelos de aparelhos de ar condicionado I, II e III, de di-
ferentes potências são produzidos por determinado fabricante. Uma consulta sobre in-
tenção de troca demodelo foi realizada com 1000 usuários desses produtos. No quadro a
seguir estão indicados os tipos demodelos que os usuários possueme se eles pretendem
mudar para outro modelo ou não.

Dos 400 que possuem o modelo I, 50 não pretendem mudar de modelo, 150 pretendem
mudar para o II e 250 para o III. Dos 400 que possuem o modelo II, 100 não pretendem
mudar e 300 pretendem mudar para o III. E, dos 200 que possuem o modelo III, nenhum
deles tem intenção de mudar.

Escolhendo-se aleatoriamente um dos usuários consultados, a probabilidade de que ele
não pretenda trocar seu modelo de ar condicionado é:

a) 20%

b) 35%

c) 40%

d) 65%

10 (UERJ-EQ2-2013) Em uma escola, 20% dos alunos de uma turma marcaram a opção cor-
reta de uma questão demúltipla escolha que possui quatro alternativas de resposta. Ode
demais alunos marcaram uma das quatro opções ao acaso. Verificando-se as respostas
de dois alunos quaisquer dessa turma, a probabilidade de que exatamente um tenhamar-
cado a opção correta é:

a) 0,48

b) 0,40

c) 0,36

d) 0,25

11 (ENEM) Um aluno de determinada escola será escolhido por sorteio para representa-la
em certa atividade. A escola tem dois turnos. No diurno há 300 alunos, distribuídos em
10 turmas de 30 alunos cada. No noturno há 240 alunos, distribuídos em 6 turmas de
40 alunos cada. Em vez do sorteio direto, envolvendo os 540 alunos, foram propostos
dois outros métodos de sorteio. MÉTODO I: Escolher ao acaso um dos turnos e, a seguir,
sortear um dos alunos do turno escolhido. MÉTODO II: Escolher ao acaso uma das 16
turmas e, a seguir, sortear um dos alunos dessa turma. Sobre os métodos I e II é correto
afirmar:

a) Em ambos os métodos, todos os alunos têm a mesma chance de serem sorteados.
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b) No método I, todos os alunos têm a mesma chance de serem sorteados, mas no
método II a chance de umaluno do diurno ser sorteado émaior do que a de umaluno
do noturno.

c) No método II, todos os alunos têm a mesma chance de serem sorteados, mas no
método I a chance de um aluno do diurno ser sorteado émaior do que a de um aluno
do noturno.

d) Nométodo I, a chance de um aluno do noturno ser sorteado émaior do que a chance
de um aluno do diurno, enquanto no método II ocorre o contrário.

e) Em ambos osmétodos, a chance de um aluno do diurno ser sorteado émaior do que
a de um aluno do noturno.

12 (ENEM) Ummunicípio de 628 km2 é atendido por duas emissoras de rádio cujas antenas
A e B alcançam um raio de 10 km do município, conforme mostra a figura 1.49:

A10 km

10
km

B10 km

Município

Figura 1.49: Planta do município

Para orçar um contrato publicitário, uma agência precisa avaliar a probabilidade que um
morador tem de, circulando livremente pelo município, encontrar-se na área de alcance
de pelo menos uma das emissoras. Essa probabilidade é de aproximadamente:

a) 20%

b) 25%

c) 30%

d) 35%

e) 40%

13 (ENEM - 2017) Um morador de uma região metropolitana tem 50% de probabilidade de
atrasar-se para o trabalho quando chove na região; caso não chova, sua probabilidade de
atraso é de 25%. Para um determinado dia, o serviço de meteorologia estima em 30% a
probabilidade da ocorrência de chuva nessa região.

Qual é probabilidade de essemorador se atrasar para o serviço no dia para o qual foi dada
a estimativa de chuva?

a) 0,075

b) 0,150

c) 0,325

d) 0,600

e) 0,800
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14 (ENEM - 2017) Numa avenida existem 10 semáforos. Por causa de uma pane no sistema,
os semáforos ficaram sem controle durante uma hora, e fixaram suas luzes unicamente
em verde ou vermelho. Os semáforos funcionamde forma independente; a probabilidade
de acusar cor verde é de 2

3 e a de acusar cor vermelha é de
1
3 . Uma pessoa percorreu a pé

toda essa avenida durante o período da pane, observando a cor da luz de cada um desses
semáforos.
Qual é a probabilidade de que esta pessoa tenha observado exatamente um sinal na cor
verde?

a)
10 · 2
310

b)
10 · 29

310

c)
210

3100

d)
290

3100

e)
2

310

15 (UFPR) Durante um surto de gripe, 25% dos funcionários de uma empresa contraíram
essa doença. Dentre os que contraíram gripe, 80% apresentaram febre. Constatou-se
também que 8% dos funcionários apresentaram febre por outros motivos naquele pe-
ríodo. Qual a probabilidade de que um funcionário dessa empresa, selecionado ao acaso,
tenha apresentado febre durante o surto de gripe?

a) 20%
b) 26%
c) 28%
d) 33%
e) 35%

16 (ENEM) Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o conhecimento
desses em duas línguas estrangeiras: inglês e espanhol. Nessa pesquisa, constatou-se
que 600 alunos falam inglês, 500 falam espanhol e 300 não falam qualquer um desses
idiomas.
Escolhendo-seumalunodessa escola aoacasoe sabendo-sequeele não fala inglês, qual
a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

a) 1
2

b) 5
8

c) 1
4

d) 5
6

e) 5
14

17 (ENEM) O psicólogo de uma empresa aplica um teste para analisar a aptidão de um can-
didato a determinado cargo. O teste consiste em uma série de perguntas cujas respostas
devem ser verdadeiro ou falso e termina quando o psicólogo fizer a décima pergunta ou
quando o candidato der a segunda resposta errada, Combase em testes anteriores, o psi-
cólogo sabe que a probabilidade de o candidato errar qualquer uma das respostas é 0,2.
A probabilidade do teste terminar na quinta pergunta é:
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a) 0,02048

b) 0,08192

c) 0,24000

d) 0,40960

e) 0,49152

18 De um lote contendo 20 lâmpadas das quais 5 são defeituosas, deseja-se extrair duas
lâmpadas e testá-las sequencialmente.

a) Se as lâmpadas são extraídas sem reposição ao lote, responda:

i) Qual a probabilidade de se extrair duas defeituosas?
ii) Qual a probabilidade de se extrair duas boas?
iii) Qual a probabilidade de se extrair uma boa e uma defeituosa em qualquer or-

dem?

b) Se as lâmpadas são extraídas com reposição ao lote, responda:

i) Qual a probabilidade de se extrair duas defeituosas?
ii) Qual a probabilidade de se extrair duas boas?
iii) Qual a probabilidade de se extrair uma boa e uma defeituosa em qualquer or-

dem?
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